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てDodds-Ford, op. cit., Chap.6,参照.また,上の諸理論の比較対比の試みとして, Buse [2],
確率過程の文脈における同様の試みとして, Cox-Ingersoll,Jr.-Ross [4]参照｡)
ところで,これまでの期間構造をめぐる議論は,投資家の選好が,専ら収益率(rates of return)
にのみ及ぶ形で展開されてきた｡ 1970年代に入ると, Roll [30], bng,Jr. [20], [21],さらにBlack
-Scholes [ 1 ]は,消費財に対する選好をも含む資本資産価格モデル(capital asset pricing model)
の枠組に債券を取込みポートフォリオ選択の対象として扱った｡ポートフォリオ選択の過程の適用
は,債券価格を利子率のタームで評価づけることを可能にした｡
近年, Merton [25],Black-Scholes, op. cit.,が用いた確率解析(stochastic calculus)の手法の
適用によって,確率過程にしたがう利子率直物レートと債券価格が完全相関関係に立つところで,
ポートフォリオ選択を通じて,債券価格期間構造方程式(および債券価格フォーミュラ)が,直物
レートの函数の形で導かれるようになる｡ (例えば, Vasicek [32],Richard [29],Dothan [11], Cox
-Ingersoll,Jr.-Ross [ 5 ], Heath-Jarrow-Morton [14], [15], Dai-Singleton [15]等参照｡)し






























ここで,券面価額Aをもち, cl,C2, ･･.,CTのクーポンを支払う非ゼロ･クーポン債価格をBc(t, T)
とすれば,時点t-oにおける債券利回りyc-yc(0, T)は
T

































まず,確率空間(probabilityspace) (E2, 7, P)を想定する｡ただし, E2は標本･サンプル空間
を表わす非空集合であり,離散集合としては標本･サンプルwlが構成する集合f2-(aJ1, a12, -, a)n),
連続集合としては, f2-C([0, T]), E2-C([0, ∞])等が想定される｡ Tは, (i) E2∈7, (ii)事象




確率変数Xが可測空間(measurable space) (f2, 7)上の可測函数(measurablefunction)であ
るとき,そのXを可測化する最小の6-代数a(X)は, Xから生成された情報集合と呼ばれる｡
いま, Tを時間の集合とすれば,離散集合7-10,8,2∂,-, N81,閉区間7-[0, T],半直線7
-[(), -)などが想定される｡このとき,確率空間(f2, 7,P)上で時間毎にランダムな値をとる
確率変数族X-(xt)t∈Tを確率過程(stochastic process)と呼ぶ｡また,時間とともに増大してい
る情報集合Tの部分6-代数の増大列(Ft)tEF,すなわち, S≦t,S, t∈7なる任意のS, tに対してFs⊂
fi⊂Tを満たすそれを増大情報系(filtration)と呼ぶ｡このとき, Ftは,時点tまでに取得さ




























で表わされる｡ただし, Ho(t),H(i)(i-1, -, T)は,それぞれ各期の預金,ポートフォリオ取引戦

















(discounted price) Sn* (i)








































最後に,預金残高Bt, i-0, 1, -,TがB0-1,すべてのaJ∈f2-(all, -,a)K<∞)に対し, Bt(a))>0を
満たす確率過程であるとき,利子率rtは














zsr -Eo[Bs ZtT/Bt l Ft], ()≦S≦t≦T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(18)
がしたがうような確率測度Qが存在しなければならない｡このとき, rt-(Bt-Btll)/B卜1なる関
係を想起すれば, 1+rt-Bt/Bt1-1がしたがい, S≦tなるS,tに対し
些-Btil ･些13 ･ ･-些｣ ･ ｣む-(1+rs+1)(1+rs+2)-(1+rt-1)(1+ri)
Bs Bs Bt+1　Bt12　B卜1
を得る｡ここで, i-Tと設定すると, Z7-1を想起すれば,

















確率過程xtが初期値X0-0,状態空間E-10, 1, ･.･,T),さらに推移確率(transition probability)
pLxt+1-jLxt-nl>0, i-n+1 orj-n;i-0, -, T-1　　　　　　　　　　　(23)






















率のそれである｡しかるに,状態xt(n, i)からの推移の可能性は,状態(n+1, i)か状態(n, i)のど
ちらかであるから, n-0,1,-･,i;i-0,1,-,T-1に対して
q(n, i)-o(kt+1(n+1, i+1) Lkt(n, t)I
1-q(n, i)-Qtkt+1(n, i+1) lk,(n, t))
と設定し得る｡このとき, (25),(26)式は,また,それぞれ
q(n, i)-Qtrt十2(n+1) lit(n, t)i

























8(n, t, 1)-q(n, i)/(1+rt+1(n))
8(n, t, 0)-(1-q(n, i))/(1+rt+1(n))
と設定すれば, (30)式は
1
ZtT(n)- ∑8(n, i, i)ZiT+1(n+i)
i-O
(3 1)
と表現し直される｡しかるに, ZTT-1であるから, T時点において,後向き帰納法(backward in-
duction)の手続きを適用すれば, ZtT(n)は,さらに
1           1






と表現し直される｡したがって, i-0時点におけるゼロ･クーポン債価格は, i-0, n-0と設定す
れば(32)式から
1            1
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Ot(n)-!log ( rt+2(n +1) 0≦n≦t<T-1 (･10)
と整合的に選択されれば, (T(T-1)/2)+T-T(T+1)/2個の制約式が得られ,モデルは,過不足
なく特定される｡このとき, rt'lないしZtt+1(n)を知れば,
rt+2(n +1) -rt+2(0)expt2[Ot(0) + -･+cTt(n)] )
を知ることができるごとくである｡
㈹
1 )本項における議論について,例えばPye [28], Heath-Jarrow=Morton [14], Pliska [27], Mel'nikov [24], eernt
[3],Epps [12]等参照｡
2)連続変数の場合における債券価格,利回り,利子率直物レート,利子率の期間構造の関連性として,例えば,Vasicek,
op. cit., Richard, op. cit.,参照｡
3 )二項過程について, Ho=Lee [18], Pliska, op. cit., Chap.3,参照｡
4 ) pliska, op. cit., Chap.6, Figure6. 1に対応する｡
5 ) Pliska, op. cit., Chap.6, Figure6. 2に対応する0
6)以下の議論は, Pliska, op. cit" Chap.6の手続きに負う｡
7 ) Pliska, op. cit., Chap. 6, Example6. 4,参照｡















































の市場価格(marketprice of risk)と呼ばれる｡いま,上の(48), (49)式を想起すれば
三dfr豊-Oir^ (r, i)禁-rpi瑠-o







三傑+ lB(p-r,-A (r, i,Oi]禁-rpi瑠-o
(54)
(55)



















n+1            n+1
-C(t)dt- ∑ dNi(i)dql(t) + ∑ dNi(i)qi(i)
ダニ1　　　　　　　　　　　∫-1
〟+1
W(i) - E Ni(i)qi(i)
i-1
がしたがう｡ここで,伊藤補題を適用すれば, (58)式から
n+1       n+1      n+l














n+1               n+1





と変形される｡ただし, ∑u)i-1,したがって, wn+1-1一∑uJiがしたがう｡ (61)式を考慮すれば,
i-1
予算方程式は
n                                        n







I(W,r, t)- max Etl
iC, (W)i J71 U(C, S)ds+B(W(T), T)] (6 3)
を定義する｡ただし, Etは, W(i)-W,r(i)-rに条件付きの期待値オペレータである｡さらに,
遺贈函数(bequest function)に相当するB(W(T),T)は無視し得るものとする｡いま,動的計画
法(dynamic programming)を適用し,微分生成作用素(differential generator) 9'yを用いれば,
Euler方程式(Euler equation)
0- max tU(C, i)+nyy[J(W, r, t)])
iC,(w)i
がしたがう｡ここで, (56),(62)式を考慮し,伊藤補題を通用すれば
2,y[J(W, r･ t,]譜+tw ∑ lwi(pi-Y, ･r] -C虎+圭W21写1j写lOijig














































































































































崇-禁ear･BT+αQear･CT- (aQ ･禁) ear･BT
語- (α禁+誓) ear叫α(aQ十禁) ear･BT
- (a20･2鷲+誓) ear･cr
がしたがう｡ここで, (94),(95)そして(96)式を(92)式に代入し,両辺をeαr+βTで除すと



























を満たすとき, f(X)は絶対可積分(absolutely integrable)と呼ばれ, Fourier変換(Fourier trans-
form)
F (A , -去rJ(X,e-i^xdx　　　　　　　　　　　(106,

















完工 Or(r, T)e-iArdr+(cA)2F(), T)-0
がしたがい,さらに,梱式を想起すれば
























eiA (r~S)~AL'C2TQ (S)dA ds
がしたがう｡
さて, Euler公式(Eulerfbmula)を通用すれば
eiA(r-S)-cos() (r-S)) +isin() (r-S))
がしたがう｡さらに,偶函数cosβに対して
















































































































σ2(r2α-c) +s (μ-r)=O 
σ2r2α2+ (s (μ-r)-σ2c)α十(ァ-s)=O
を同時に満たすα，sの下で (146)式の Q，o Q/orの項が消去される。このとき，














がしたがう o(149)式は，後退熱方程式 (backwardheat equation) と呼ばれる o(149)式は，利子率直物
レートがOmsteIn= Uhlenbeck過程にしたがうとき，債券価格の期間構造方程式が後退熱方程式に
関係づけられることを意味している20)。
9 )連続的確率過程として，例えば， Vasicekは拡散過程と Ornstein= Uhlenbeck過程を， Dothanは， ドリフト係数




12) Ornstein=Uhlenbeck過程の性質に関して，例えば， Dixit=Pindyck [9 J (Chap. 3)， Shreve [31] (Chap. 6)参照。
13) Merton， op. cit.， (p.389)参照。
14) Merton， op. cit.， (p.403)， Dothan， op. cit.， (p.62)参照。
15)上の期間構造方程式は，Do出an，op. cit.， (p.62)の(5)式のそれに対応する。
16) Fourier変換を適用する試みとして Dothan，op.cit.，がある。そこでは，修正Bessel方程式 (modi:fedBessel equa-
tion)が援用される。以下では， Minotani [26Jの示唆によりながら，熱方程式 (heatequation)を援用する。そ
こでの手続きの多くを同書に負う。 Fourier変換の手続きについては， Kreyszig [19J (Part C)参照。
17) Kreyszig， op.cit.， (p.465)参照。
18)一般に，f(x)を密度函数とするとき，F(II)は，特性函数(characteristic釦nction)を与える。
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